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z - �x - y ≠  z - �y – x,   
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′′≠ yOxxOy  

z - �x - y = z - �y – x,   
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��� n2V 
������ n2V′ 
������

��	������� ���� ����� ������� ���� �������������� ���������� ���� �����-
�	�����������	�������������������������������������

n
��������� 

"����
�����������
�������������������������������	�����������-
��������������
�	�����	�������������������������������������������"���

����������������������	������������������������������
������������	

����������
��������������	�����������������������������
�	����������

�������� ����������� ��� �����������������������
�	����������������

����������������������	���������������
�	��� 
 
 

2. 
�
�����
��	
�������	�	
 
  
��������	��
����������	�������������������������������������	

�������������� ���������������� �������������� ����������������
���


�����������������	����������� 
��������	��
�������������������������� ���������	� � ��� ��������

������������������� ��� �������������
�����������������	������ �����

�
���
��������������������	�������������	���
����	������������������

����������������������������	���������	��������������	���������������

	��������������������������������
���������
����������������������	

�����������������������������������������	
�������� 
 �������	����������� �	��������������������	���� ����������� ����

��	��������������	��������������������������������������	����	�����	���

��� ����������� ��� ����
������� ��� �������������� ����� ����� �������

����������� ���������� ������ ���� ������������� ��������� ��������	���

�����������������������������������������������������������������-
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������������������� �����������������������	�� �������	�����������-
�������������	����� 

�������������������������������������������������������������	

�����������	�����������������	
�������������������������������������	


���������������������������	����	�������������������	���������������

����������� 

�������������������������������������������������������� 
��	��������������������������	�����
���������
�	�������������	��

���
��������
������������������������������ ≤�	�≤��������� ≤���≤��� , ∀��� ∗Ν∈  
��� 

���� –����� ≤ 
2
1
���� –���), ∀��� ∗Ν∈    (1) 

��������	��
��������
����
������������������������������������

����������������������������� 
����������������	
���  (tv
�����) 
����
��������������  tv+1 = tv -��� 

����� ≥ 
�

� � , ∀��� ∗Ν∈ , (������  tv+1 ≤ 
�

� tv, ∀�� ∗Ν∈ ), ���� ∀��������� 

∃��∈�%���������
���������������t������ 
#�� ����� ����� ���� ��������� ���
��
�� ������� ������������� ��

��������
����������	���������	�����������∀�������� ∃�∈%*
���������
����

�������������� -�����������	����� 

�� ≤�	�≤���������� ≤���≤��� ∀��� ∗Ν∈  ⇒ 

⇒���� -���  ≤�	�-���≤��� -��� , ∀��� ∗Ν∈  ⇒ 

⇒ B-A  ≤��� -��� , ∀��� ∗Ν∈  

 	����������������������	�≠�����������������
2

B -A 
�������������	

���� � �∈%*
� � �������� 
���� B-A  ≤� �� –� �� < 

2
B -A 

�� ������ ���  < 

< 
2

B -A 
���������� B-A �����������	�������������������������	����� 
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����������	������������ 
��������������������
������������ ��������������
�����������

��������������1����2���������������1����2������1 −��2, 
�

�

�

�


��������������

������	�� ��������� ���������� ���
���� �� ����� ���� ���	�������� ����-
�
������ ����������� �	���� ��	�������� �������	������������������ �	����

���������������� 
	�����������������������������������������������1����2����
�����

��1���������������������������-��������1��1����������1
�����������v∈IN*. 
����������������⋅�1� ���∈IR�����������������1
���������1
��	�����������	

�������������������������	�������������� 
�������	�������������������������������	��
�	��������������	�

��������� 
� ������� ��
�������
����������
�������
�
�����������
�
����

�������� 
�����
��������������
��������
�
���
��
������
���
������
�

����
��� 
 
 

������	����������� 
���� ������ ��������� ������������� ��� �����	�� ������ ��������

����������
������������������������������	�
�� 
 
�������	 
	�� ������������ ���� ������������ ��� ������������� ������ �����	

�����	������	����������������������������
�����������
����	������� 

 
������� 
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���������������������

���	��	�
��������
��������
��������
��������
�����

�������	���������������������#����#���������������	����� 

( )
( )2

2

MB
BM

′′
= 	�����


	����������

 

	
���
∧

��� =
∧

′′′ ��� �����
��

��
= ����

����
 (VI�����������
�������	�����

	����	����������	��������
�������������VI���
�������
∧

���  = 
∧

′′′ ��� .  

	����
∧

���  = 
∧

��� �����
∧

′′′ ���  = 
∧

′′′ ��� �����������	��������	���

�������	�����������
∧

���  = 
∧

′′′ ���  (=90�
��"����	����� ��������	�#��

	���#���	��������
�����������
��

����
= ��

����
�����������VI. 4). 

����� �
��

����

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
�

= 	��


	����


�

�
�����

��

����

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
�

= 	�����


	����������

�������	

���VI����
������� ( )
( )2

2

MB
BM

′′
= 	�����


	����������

. 

	������� ��������� �����	� ��� �	���� � ����� ��� ��������� ������ �	

�����������������������
����

� �.���� 
 
 

������	����������� 
������������������������������������
��������������������	��� 
 
�������	� 
����������������������!��!��������	���������������������O, O��

���	������� 

	���	������	����������
�

��
=

�

��

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ . 

�����
�

��
≠

�

��

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

�

���"����
�

��

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

�

= �

�
��������S ≠ K�� 
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������� 

���������������S < K�� 
	�����������������������������!�− S��������������
����������

��������������������
���������������������������������������������	

������������������������������������!����������
�����!�–��������������
!�–�������!�– S��������� 

��� > S  (1) , 
	����� � �	���� ��� ���	������� ��������� ��������� ��� �������������

�����������!�� ����������� ������������� ������ ������
�

�

�

�′
= �

��

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

�

= �

�
.  

������������
�

��′
= �

��

��������
���!����������������������� 

S > ���  (2) 
�������������
����
�����������������������������������	�����������

S < K�� 

���������
�������S > K����"�����������������
�

��

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

�

= �
�
����	�	

������

2

�

��
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ = �
�
��	�� �������

�

�
= ��

�
�� ��������������������

�

�
= �

�′
>1, 

�
���S���!�������!���"���������������������������������	
�����������
�

��

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

�

=
"

!�
�����"���!� 
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 "�����������������������������������������������	��������
�
������������ 	����������������������������������	�������������� ������"�

���������"����������
��������������������������	�����������S���!��� 

 "���������������S���!��������� �
��

= �

��

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

�

.��

� �.���� 
 

��

�� 
��� ����������S� � ����������������� ����������	�����������������
��	�S�����������������������	�������������������������	��������
������������������������	������	��	������������� �S > K� ������

�

�

′
=
�

�
������������	� 

  

&�����������������
�

�′
= �

�
�����������

′�

�
= �

�
�������
���S > K. 

��� T < K�. 
 
����������� #������ ���������������������������������������

��������� 
��
�S > K�������������
�������������
���	���
�����������!�������
���

������
�

�

′
=
�

� ".  

&����������������
�

�
�����������

�

�
�������

�

!

!′  = ′�

�
�������"���

′�

�
.   

����
′�

�
���� ������ "�� ��!�� ���� �
���

�

�
= ′�

�
�� ��� ������� ����

�

�′
= �

�
. 

 
!�����������������������������������������������������������-

���������
��������������������������
����������������������
������

������ 
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��������

�	� 
�����
������
�����������������������������	��������������������

����������-����������
����������������	������������������������

������������	�������������-�������� 
 
�������	 
�����������������������������������	���������������������-

�����������������
�������������!��&��
��
�����	�����	����	������

��������������
����������������������
�

�
� ��	
���
����������������

���� ������ ��� ����������	����� ����������� ���� �
�������� ���������

������������������
�

�
. 

	������������������������-
��������������������� 
	#�%�'��	���������
����������

���������������������
����������-
�������������������������������-
������� �1  = K - E4�� ��� ��	�����

	#����%����'�����	�� 
������������	������� ��� ��	

�������������� 		����� ��� ����

�������	���� �
��������� � ������	

����� ����#�� ������������ ���� ���

��	����� �	���� 	��� ��� ��� ����� ����

�����������������	���	��� �����

��������������������������������	

���������	#�	�� 
	
���
����� ������� ��� ��	�����#	���%���� '���� ��	� ���� ���

�����������1����
����������������������������������������������1������

��	���������������� ��2���!�-��8� ��
���������	�����������
�����������

��������X�������������������������������� ������!� -��2
���� �����������

������������������ 
 
 
 
 
 

 
���������� 
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�����������������	
���������	
�������� 
 
�������
��������������	��������������������������������������

���� ��� ���������	� �� ������

2

�

�

K
K

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
′

�� �����	������ ���� ��� ��������

2

�

�

!

!
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

<
′

������

2

�

�

!

!
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′

������������������ 


�����	������� ��������������������������	������������	������
�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

<
′

� ��������	��������������������������	�����
�������	������

���	������

�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′

. 

 ��������������������������

�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′

����
��������

�

�

�

�

�

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ′
<

′  

����������
��������������������	����������������������������������

!����	�����!��� 

�����������������
������������	������������������������	���	

���

�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′

��������������
��������������������������������������

������������������������������������������������������	������������"��

������ ���� ��	���� �	������ ������ 
������� ��� �����
������ �����������

�������������������	������

�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

<
′

.  

 ���	� �������
�

�

�

�
�

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

�� ������!��� S�� ���� �������
����� ����

�����������∈�%��
���� 
!�-�������!�- S�  (1)   

������������S��� 
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�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′

�������������������
�

�

�

�
�

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

������		

����S���!����������������
��	���������!������	���������	������������	
������� ��
��������������
������������
��
�-�!����S -�!����	�����������
�������� ���
� �������������� ��� �����������������������
����������	

���������������������!�� 
	��������	����������� , E�������������������������
�������
����

�����	���������������������������������!��!������������������������	�����

����
�����������������	�������������������Heath���	������������ 
��
���	�����������	���
�
∈"�������
 -�!��������
�����
����
�-�!�������� 

��������������������	����������������������������������������� 

 
��������� 

	�������������������������������
2
1 E4 = E8 < K��������E4 –�!��� 2

1 E4.  

���������������������8 -�!����4 -�!�- (E4 - E8) 
	���	�������������	����������� 

E4 – E8 > 
2

K� 4 −  (2) 

&��
��
� E4 - K = 4Ex , E8 - K = 8Ey  ��� E4 - E8 = 4 (	��)  
����������������
��	���	�����������	�������
������	���������� 
���	��
������x����������	��
����x ,    �����	��
����	��
�����y 
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���	��
������y���������	#�
������y�������	#�
����y. 
&������������
��
���������������#���	������������������	��	

���	#����#��������������������������#������������� 
( )
( ) �
��� >

ΔΓ
ΑΓ=

ΔΜΓ
, �������	#�
�����#�
����y. 

�����
��������������������16 -�!����8 -�!�- (E8 - E16
������������������� 

E8 - E16 > 
2

KE8 −
��������
���������������������	����������
������ 


� �������
����� ���� ���	�������

�

�

�

�

�
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

>
′

�� ���	�� ��������

��������������������	������
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��������S -�!������������������
��������������������∈ N��������


�����E���-�!���S - K������  
E�� < S   (i).  
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⎞
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⎛
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�����!��
���	

���	��� ������� ��	
�� �	���� 	��� ���� ������ ��� ���� �����	��� ����!�
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′
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b
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V
V

′
≠
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���"����������������
X
V

b
b =
′

�������� V 
 ′≠ . 

 
���	�����������������������X < V���"������������	�������
���
	

������������������	���V��������	������ 	���������
�����−����!����	


������������������������������������������� .
2

V′
�	����
����������

���� 	������������	������������	�������	�
�������� ������!�����������	

�������� ����� ��� �
���������� ���� ������ ��������� ����������� ���� ���

���������� 
�������������
����������������������������������
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�������������
����������V�–�
�������������P1�����P2������������P�� ������	���	

��������
�����������������V������������������������������ 
V� – (P1� + P2� + . . . + P��) < �.    
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 ��������V��− (P1����P2���������������P��
���V��− X��������� 
X  < P1� + P2� + . . . . .+ P�� (1) 

	��'1� ��'2� �� �� �� �� ��'v��	����������	���������	�����������
��������

��������V������������	������'���'��������������������������������	�����������	
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Ρ

κ

κ
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 = 
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�21 '''

V
+++ �

>1,  

�
���V ��'1���'2�����������'�.  
���������������������������� 

X����'�1���'�2������������'�� (2)  
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V
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#��	�����������"��������
��������������������
�����������
2

1

2

1

�

�

&

& = , 

�������� 

2

21

2

21

�

��

&

&& +=+   (1)    

���	������������� 

3

2

3

2

�

�

&

& =    (2)  



 ��!���!	��
�#�������"
���$	%"�
�
� 109 

	�����������������
����
����������������
3

21

3

21

�

��

&

&& +=+
��������-

���V����
�������� 

3

321

3

321

�

���

&

&&& ++=++   (3) 

���	��������������	���#���	����������������� 
 

  
′

′+′+′
=

′

′+′+′

�

���

�

���









�

���
�������� 

���

�

���

�







�

�

β′+β′+′
′

=
Π′+Π′+′

′
  (4) 

	�����������������������	����&3���&3�����	�������(��	����������� 

    
′β

β=′Π

Π

�

�

�

�              (5)  

	������������������
�����
�����
�������������������V���
������������� 

�

���

�

���









�

���

′
++=

′
++               (6)   

	���������
�����
����������������
���

���

���

���











���

���

′+′+′
++=

′+′+′
++  , 

���������������������
( )

( )�����

�����

�������

�������

′′′′′
=

′′′′′′
��

�.���� 
 
 
 

������	�
�������
� 
��
�� ���������� ������� ����������� ��� ������ ����� 	�����������
�

�	�������� 
 
 



 110 � !����
�
�"��
��	� 

�������	 
��������������	����	�����������������������	�����������������

�����	����������	�������������������	������	������	����������������	-
�����������������	�����������������������������	������������ 
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��� ��� �����	���� ��	���� ��	����

�������	���� 	�����������	������	���� 	���������

3
1
�������	�������	���–������ 

��������	��
����
3
1
�	������
��

� �.���� 
 

�����
�� 

��
�� �����������	������� ������ ���� 	����������
���� ���
�

�
� ��	�

�����������������������	�������������������������������������� 
 
 

������	������������ 
�����������������������	�������������������������������������

������������	�
����	�� 
 
�������	 

 
�������� 

 
�������� 



 ��!���!	��
�#�������"
���$	%"�
�
� 111 

��������� ���� ������� ����������������	����	���������	����������

�����������	�����������������	��������������������������������������

	������������	��������������������	����������������
���	��	������������	

���	�����
( )

( )
3
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���.	

���	�
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
′′

=
′′′′
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"���� ��������������� ��� ������ ���� ���	��� �����������������

	��!�∼�	�����!���	��#�∼�	�����#�����������∼������������
���
�����������������������������	����������������������������������

���������������������������������������������	���	���� 
��������	�����������������������������	��!��	��#���������	

���������������	����������������������������������������	��������

�������������	�����!���	�����#���������������	���������
�����������

�	����	��� 
"������������-�!�����������-�!�������������������������	��������

	���������������������������	��������������	��������
�������������	����

�����������������
�������������������
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!�-��
⎟
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⎞
⎜
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⎛
′′

=
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�������� ��� ��� ������� ���� ��������
�� �	�������� ������ ����-
���������������������	�
������������	�������������������	����-
�������
� 
 
�������	 
	����������������������	����	���������	�����������������������

�����������������������������(������������������������	�������-!��
���������-!�����������	�������������������������������
� 
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����	��������
���	�����������	

����� ������� ������� �	����
� �� �	��������
�� ��� �����	������ ����
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�

���

��� ′
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′′′
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�����	��������
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����������	����� ���-!�
� �� �����-!���
� �	���� ����������� ������� �	
���������-!�
��������-!���
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�������������������
���������������
�������������������������������
�� ������	�������������������
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�������
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�
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=

′′′′
��������
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�
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=
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"��������������������
( )
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�
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��� ′
=
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#����������������	��������������	����������������	������� 	���

���������������������������������	���������������������������������	

�������������������������������������	�������������� 
&���������������������������	����V�����-�	����V������-�	������

�������������������������������������������������
��	���	������	������

����������	�����������������V > V������V < V�� 

 
����������� 


��	�����������������	������!��	������������������	�����	������

�������	��	1��	2,…��	n-1����������������	�������
��������������������

���������	�����	������������������1��1����2��2 ,…���n-1��n-1�����������

����������������
������������������������1���1�����2���2���…���n-1���n-1��

�������������������������	���������������1��1����2��2 ,…���n-1��n-1����	�
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�������
��	2��2��2��	3��3��3 ,…��	n-1 Bn-1��n-1���	������	�������� 
����������	����-	������������������	������&1��&2 ,…��&n����

���������1���	1�1�1����2���	2�2�2 ,…����n-1 = An-1Bn-1�n-1������	������		

�������������������������������������
n
�
������������	����������(�����		

������'1��'2 , …��'n-1 ������������1���2,…���n-1 . 
	����������Sn���&1���&2 + …���&n�����sn = P1 + P2 + … + Pn-1, 

��������
��
����������sn < V < Sn. 
	������
��������� 	������������	������������	�����-	�����������

����������
��������	���������������������������������sn����V����Sn���

�����Sn����&1���&2���…���&n����sn����P1����'2����…����'�n-1. 
  
�����&i���&i������������i ∈ {1, 2, …, n"������Pi = Pi������������� 

i ∈ {1, 2, …, (n-�
"���
��������� 	������������������ ��������������
�	

����

2
i

n
i

�

�
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= ������������i ∈ {1, 2, …, (n-1)}. 

����Sn = Sn�������sn = sn���������sn < V����Sn. 
  
�����������������V > V���"�����������������W������	����	���-��" �

��� ����� � �� � ���� �������� ������ � �� � ���� ������������ ������ �����������   
'i���&i�����������i ∈ {1, 2, . . .(n-�
"������������ 

V < Sn, - V���- sn ⇒ V - V����Sn - sn =  

���&1���&2����������&n) -��'1���'2�����������'n-1) =�&n = 
n
W   (1).   

���
�����������������	������������–�	������������������n∈%��
��������
����n (V – V�
��W��������V – V����

n
W

����������������
�� 

n
W  > V – V�������	�����������������������������	�����������V>V�� 

 ������
���������������V < V���"�������	������������� 

        V�- V < Sn - sn = &n = 
n
W    (2),  

�����
���V�– V���������
������������	������������–�	��������  
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�����������n∈%���������
����n(V�- V) > W��������V�– V > 
n
W

�������	

���������
���
n
W  > V�– V�������	����������� 

������������������	�����������V < V�� 
"������������������������V = V�� 
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⎛= ������������i ∈ {1, 2, . . . , (n-1)} 

��������
�����������������������������������	�������W���������������

��������������W����
.
��������������������������������	
��������������

������	��������������	�����������������������
���Sn), (sn
����������		

�����������	����	�������
3
W

��������� 

�������Sn���&1���&2�����������&n�����1����2�����������n-1����
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n
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�������������� � lim sn = 1 ⋅ 2 ⋅ 
�

�

�

�


�

�
 =⋅=⋅
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�����Sn), (sn
���������������������������������	���� 
 

����� ���	�	�����
���
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	������������������������������	�����������	����������������	

����������������������������������������������������Vo� �� ��� �����

���������������������	���������������������������������������������

��������������	����	��������V�����⋅��� 
!���������������������������������������������������������	

�����	���������������������	���� 	������������������������������
��

����� ������	�������������������������������	�����������������������

�������������������������������������������������������	������ 
&����������������������V���	����-�	������������������������
� 

 
��������� 

#�������� ��� ��������������� �����
���� ����������������

!���������������������	��������������������������
�������������	

�	�����V1���!����-�!1�1�1�1��������������!1�1�1�1���	��������������

P� �� 	��������� "����� ���
���� ��� ���� �������� 
������ ��� ��������
( )
( ) 1

V
V

1
=

ΚΛΓΔ

ΑΒΓΔ= ��������V = V1 . 

��������!����x��!����y� ����������������������
�����������	
���	�����V�������������������x, 1, 1. 
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�� ⋅=
⋅

⋅=
′

,  

x
11
1x

V
V

0
=

⋅

⋅=
′

������ �yx
V
V

0

1 ⋅⋅= �������� 

V = V1 = x y���. V0 = x y������!���
�⋅������	���
�������⋅���� 
!����������������	���������������������	�����������	���������	

��������������������������	������������������������������������������

���������������V = 
2
1
����⋅�������⋅���� 

"�������������	����������������������������������	�����������	�

��� ������������	��������������������� ���������������������	� 	�������� 
V�����⋅��� 

 
 

�����
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���������
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������������������	����������� 
��������	������������
������������������ 

 
����������� 

 



 ��!���!	��
�#�������"
���$	%"�
�
� 119 

������������������������ ��
�� ���
��������������������������-
�����	
�������0
����1
����2
����3
������������
���������������������������	
�-
����������������� ��	0��0��	0��0�
����	1��1��	1��1�
����	2�2��	2��2�
��

�	3� �3�� 	3��3�
�� …�� � �	��� 	���
� � ����� 
����� � �	0��0�
� �� �� �	0�0),  
�	1��1�
� ���� �	1�1
�� � �	2��2�
� ���� �	2��2
�� �	3 �3
� ���� �	3 �3), . . . , 
�	���
�����	�
�������������������
�����⋅���
#�� 

#���������������������������������������������
�����
�����������

���������������������������������������������������������� 

�������������������������
��� ( )∑ ii�	 ����� 

���
 = ( )∑ ′′ ii�	  = ( )∑ ii�	 �  =  ( )∑λ ii�	 �����⋅���
� 

!���� �������������� ����������� ��� 	�������������������
��	������

������������� ����������������������	����������	������������������

����������	����������������������������������������	�������������	

�������������������������� 
&���������������������	������
�����������������������	������	

������������������������������������	����Leibniz��
���������������
�������������
������������������������������	�����	����
��������� 

&������������� ����!������������	����������	������������������

���������������������������������������������	��������������������-
�	��� ����
����� ���	� ��� ���	����� ������� ������������ ����������"��

��
����������������	����	���������������������������������������	��
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����2
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⎬
⎫

+=
=

1-xx-y
1-y
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⎬
⎫

+=
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⎭
⎬
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+=
+=

62xy
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�����	��������������������������������������������
���x�����������x = 1 
���������������	���x������������≤���≤����������������������1���2���3���������

�������� � 	1� �1��	2� �2��	3� �3� � ���� ������� � 	2� �2� ��	1� �1��	3� �3 = 
����	1 �1. 
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�� ��������������� ������� 
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�

�

�

�

�

�� ������������������  ,  

��3) =  ( ) ���������

�

�

�∫ ++   = dx2x-x2 2
1

0
∫    =   

     = ( ) dxx-x2 dxx-x2 2
1

0

2
1

0
∫∫ =  


����	������������!����
��
������
��������	�����
�������	����

������������������	��������������� 
�������������� V, V��������������������������������������'0), 

�'1
���'2
���'3
�����������'
�������������������������������������������  
��0���0�
����1, �1�
�����2���2�
����3���3�
�������������
�������
����  

��0�
�������0
����1�
�������1
����2�
�������2
����3�
�������3
��������������
�������
�

������������ (V�
�����⋅ (V) ". 

 
���������3.4 

 
!���������������
�	�������������������������������V, V�������	
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�������������V
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(V�
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′  = ( )�
�∑ ����� ( )∑ �
 ��������V). 
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3
1
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��������� ������������� �V� ����� �����
���V�� ���� �������������

����������������������������	����������V����
3
1 V����������V = 3V�� 

 
�������� 

������������V > 3V�������������������V−3V�����������	�������	

�������������������������������������������������������������������������

�������������
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���� ���� ��������� ����� 
����� ��������� ����������� ���� ��� ����� ����
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���������������������������������������������������������	

���������������������������������������������������������������x���	����
����������������������V – 3V�����������x < V - 3V����������V����$�- x. 

��������������������y = V − x� ��	���������������������������	
���������	����������������������V�����y. 

"����	�������������� ���������� �������������� ���������Vo� ����

�����	�����������	�������������	����������������������������
���������

y = 3 Vo����������V�����Vo�������V���Vo.  
����� �Vo < V����
����������	���������	����������������������

�
����	����������	�����������������������������	�����������V > 3V�� 

����������
��������V < 3 V���"����V����
3
1 V��������V�−

3
1 V��������� 

	���������������� �����
��� ���� ���(��	������������������	����

��������������������������������������������������������
����������������

�
��������
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�����	���� 
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������� �����������������������������������������������

��������� ������� ������� �������� ��� ��������� x�� ���������� ���� ��� 

����V�−
3
1 V����������x < V��– 

3
1 V��������V�– x > 

3
1  V�������V�– x =  

= Vo =  
3
1  y��������
���Vo��	�������������������������
��������	���

����y���������������������������������	��������� �
3
1 y  > 

3
1 V�������� 

y > V��	����y < V����
��������	�����	��������������������������������

	����������	��������������������������	�����������V < 3V�� 
���������������V = 3V����

�.���� 
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1 = ������ 2VS ≠ . 

��������������������S < V2������������������V2 - S��������� 
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�� ��������� � ��� �� �� �� ��� ��� �	�� �� �� ���
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����V2���	���������	����
����	�

��� �������������	�� �� �� ��� �
��� ��������	��������
�����������������������


���� V2� 
���� ����� ��������� ����������� ���� ��� ����� ���� ����-
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��� ����� ��� ��� ����
�� ������ ��� ���
������ 
������

��������	�����������������������
�����������������X����
�����������
����
���������������V2 - S����������X < V2 - S��������S < V2 - X.  

	������������	�V2 - X���������������������������2��������������


���������������������������
����V2�������������2 = V2 - X. 
��� ����������� ���� ����������� ����������1�� ���� �������������
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����V1����������
����	����������������1���2��������������	����	�
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>= �������V1� ���1���������	���� �������S� ���2 =  

= V2
 – X�� � ���� �������S < V2 – X����������	� ����������������������

�����������������S < V2. 

������������������������S > V2�������
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2

V
S

�

� = .������
S
V

V
S 2

1 ′
= , 

������� 1
S

V
V
S 2

1
<=

′
�������V2 < S������S	� �V1���
��������������������

�������������������	��
S
V

�

� 2

1

2
′

= ��������S	� �V1.    

�����������	�����������
����V1���������
����������
�����������

����� ���������� ���� ����� 
���� V2�� ��� ���������	� �����������	� 
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V
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�������	��		��������������
∧

A ,  
∧

Β , 
∧

Δ ���������	

����� ���������� 
��
	
��� ����������������	��	�����

����
��
�������� ������
	��

�����������������
���	
�� �����������������
�������
������������� �����

�
�������

����������������
	���������

����������������� ΒΕΑ
∧

�������

�����
	������������ ΓΔ
∧

B . 

����������������� ΒΕΔ
∧

������������
	������������ ΕΔΒ
∧

���
������	

���� ΔΕΑ
∧

������������
	������������ ΓΔΕ
∧

����	������		�����	
�����������

�������� ΓΒΑ
∧

������������
	�������������
∧

� , 
∧

Β , 
∧

Δ . 
�
���	���������	���������	����	�� 
�.��	� 
��	�
��� 
 ��� �������� ���� ������

	� ���� ��	����	� �	�����	� ��� �����-


���������������
������
�����
. 

���
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�����

��	����� ��� ���� ���
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� 
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�������������	������������������
�	

����� IV��
�� ����	�� ��� �������� �
��


�������� �����
	�����
������������	


���	
�� ����� �������� ��� �
������
���

����
���������������
�������
������	��


���	����� ������� ������ ������ �
�� ��

������ Γ
∧

AB � ��	����� ��� ��� �������

ΕΒΑ
∧

�� �
��
∧∧

ΒΑΘ= 2
�� � ��
���-

���������������	���	����	� ΓΔΕ
∩

�������

	������	� �	
� ���	
�
∩

ΒΓ � ���� �� ������ ΓΑΕ
∧

� ������ 	�������� ���� ��������

ΓΑΒ
∧

����
����������� ΕΑΘ
∧

�������������
	������������ ΕΘΑ
∧

���
���	����-
��������������	��
	���	��������
��	���	���	�
�����������	���	��������
�

��������	��
	���	��
��������������� ΕΒΑ
∧

�������	������������������ ΑΕΒ
∧

. 


����������������� ΕΒΑ
∧

��	�������������
	������� �AB
∧

���
�����

������������� ΑΕΒ
∧

�������
	������ �AB
∧

��
�������� ΕΒΑ
∧

���������	��������

�
�������
�������
��� 
�
������
������
�������
�����������	���������	������ 

��

�


�


�� = ���������	����
����������	
���
��

��

��

�� = . 


�	���	������������������������
	������	�������������������	�

�����������������
	��	
������
���	���������������������������
	�

�������	����	���	������	��������	���������
	���������	�������������	�
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��������������
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	��
���� 
����� 	� ����	��
��� 	�����
	
�


��� �� ���

�� ��� �	
� ���	���	�� 	�-
�����	
����������

������	
����	��-
�	�� ������	
� �	
� ���
��	����� ��	��

��
������ ����	������� ������� ���� ���

�������� ���� ��� �������� ���� �
�������

��� ��		���	
��� ���� �	� �
���
���	�

��������������������������	��������	��

�����
	��������	����	�������������
	�

�������	���� 
����� �� �	� ����
	� �	
� ����	
��

��
	
��� ��� ������������ ���� ��� ����

�
	������	
������������
���	�
������	�������

��������������

����	

�	���	�� 	������	
�� �	� ���	�
∩

ΓΒ� � ������ ����������	� �	
� ���	
�
∩

ΒΓ , 

�
���	����	��
∩

ΑΓ �����������
������	��	
����	
�
∩

ΒΓ ���
���������� ΓΕΑ
∧

 

���������
������������� ΒΕΓ
�

����������	����������� ΓΒΕ
∧

�������������
	��

���� � ΒΓΕ
∧

,  ��	
���
∧∧

ΕΓΒ= 2
�� �� ������� ��� �� ���� 	����� ��� ������

���

�����	���	��������	
������
�����	
���	������	�
��� 

��	������
∧∧

ΓΔΕ=��� �� ���� �����
∧∧

ΕΔΓ=ΕΓΒ 2 �� 
���� ��		��-

����������
∧∧

ΕΓΒ=ΑΕΓ 2 ���
��
∧∧

ΔΓ=ΑΕΓ E4 ���
��
∧∧

ΒΕΓ=ΕΔΓ . 
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������� � ΔΒΕ
∧

� ��������	��������	�	��
���������	
����������	
�

������
�������������� � ΔΕΒ
∧

� ������� �����
	������ � ΒΓΕ
∧

���
������
�-

����������������������	���������	������
ΒΓ

ΒΕ=
��

��
���������	�������

����� �����������
ΓΒ
ΔΓ=

ΔΓ
ΒΔ

��������� ��������� ������
��������� ������ 

��������
�������������������������
	��������	����	������	���������
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��������	���
������������	������

�.��	� 
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(r + x) x = r2
�����	�����������	
�����x = ( )15

2
r

−  
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����	���	����	��
∩

ΓΗ�� ����������	��
	���	����	�
∩

ΑΕΔΗ ������	���	

�	�
∩

ΑΒΓ ���������	��
	���	����	��
∩

ΑΕΔ ��������������	����	��
∩

ΓΗ ����������	�

�
	���	����	��
∩

ΗΔ ���
���	��
����������

�����	���	��	������	
�����	

�����
�������������������������
����
��
∧∧

ΚΖΒ=
�� ���
	������������

�������������
���	����	��
∩

ΑΚ ����������	��
	���	����	��
∩

ΚΒ ��������
�������

�	� ���	� �
∩

ΑΒ � �������	������	� �	
� ���	
� �
∩

ΒΚ � ����� �	� ������
��������

���

�����	���	��	������	
�������	
���	�	
�����	
�������	����	��
∩

ΑΚ   

������	������	��	
����	
�
∩

ΚΜ ����������	���	����	��
∩

ΑΒ ��������	������	�

�	
����	
��
∩

ΒΚ �������	����	��
∩

ΓΔ ����	��
	���	����	��
∩

ΑΒ ��������������	�

���	��
∩

ΓΔ ��	������	��	
����	
��
∩

ΒΚ . ��������	����	��	
��
∩

ΓΔ �����������

	������	� �	
� ���	
� �
∩

ΓΗ ���
�� �	� ���	� � �
∩

ΓΗ � � ������ ��	��
	�� �	� ���	��
∩

ΒΚ ��
�����	����	��
∩

ΒΚ ��������	������	��	
�
∩

ΚΜ �������	��������	������	�

�����	
��
∩

ΚΑ ���
�������	��
∩

ΓΗ ������	������	��	
�
∩

ΚΜ ��
���������	����	��
∩

ΓΒ ��������	������	��	
����	
��
∩

ΒΚ ��	������	����	��
∩

ΓΒ ����������	��
	���	��
∩

ΒΑ ���
���	����	��
∩

ΗΒ ��������	������	��	

∩

ΒΜ ���
���������������
∧

ΗΖΒ   

������	�������������
∧

ΒΖΜ . 

�������������
∧

ΗΖΒ �������	�������������
∧

ΖΑΒ ��	��������������
∧

ΖΑΒ   

�����������
	������������
∧

ΑΒΖ ���
���������������
∧

ΒΖΝ �������������
	��

���� �
∧

ΖΑΒ ��
� ������ �
∧

ΑΒΖ � � ������ �	���� ���� 	�	� �
�������
��� ����

��#���
������
������
���������#���������	������ 
���������	�������� 

ΒΝ

ΖΒ=
��


�
����
�����

2
���
��·��# 

����	��
�� �������#� �	���� �������� �
���#� ��
#�� ��	������
∧∧

ΛΑΝ=��# . 
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����
∧∧

ΚΒΝ=�
# ���
��
∧∧

ΚΒΝ=ΛΚΝ . 
��������������	�
��������	��������	�	��
�������
�������
�#��

�
��������������
∧

ΚΒA �����������
	������
∧

ΚΝΑ . 

��	������� �������������	����
ΑΝ

ΚΑ=
ΑΚ

ΒΑ
���
���
·
#� ���
2, 

�����
������
�·��#����
·�
#�����2����
2.   

�		��������	���	�������
2�����2���
�2, ��	
�����
����������

��

�	
����	���	����������	
����������

���	
����	���	��������	
�������
��

���������

���	
����	���	��	������	
������
���������	���	�	�����	�� 
�.��	� 
 
 

�
��������������� 11) 
�����������
�	����������	���
��������
����
�������������
����
������� �
�� ��������
�� �
���� ��
�
��� �� 
�

�� 
�
	������� �����
�������� 
 
	��
���� 
���
��	
������	�������������	�
������������	����
����	��	

���
	�������		����������������

���	
���������	
��������

��	�������	

���������
����.  
'��
�	
������	�����
	��	
�����	
����
	
�������	�����
	
������



�����	������	�
��������	�������������
�	
��������������	�����	�

��������
�	������������� 

����	���	����	�
∩

ΓHA ���������	��
	���	��
∩

ΑΔΗ �������	����	��
∩

ΑΒΓ   

�
	���	����	��
∩

ΑΕΔ ����������������������
∩

ΓΗ ,  
∩

ΗΔ ������������ 
���� ��
	
��� ���� 
��� 	�� ������� ��	� �� ������ 	
���� ���� ��� �� 

�� ��������� �	
�� �	�	
�����	
��	�� ���������	�&� ������	
��������
�� �� 

����&������
������
&���
��������� ��	�������	�����	���������
∧

ΑΜΖ , 
∧

ΑΛΓ �������������������������
∧

ΛΑΓ ��������	������
������	����������
∧

ΑΖΜ , 
∧

ΑΓΛ ������������ 
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ΒΑ=
ΒΑ

ΘΒ . 


��� �	
��������� �
�� �� 	������ 

�� 	��
����
�� ���� ������ ��

��

�����
���������
�
�������

����	
��
�
��#�
���������	�����	��	����
�

��
��
���	��
�	������ 
�.���� 
 
 
��	���	���������������������������������������������� 
���y� ��������	������ 

�����
���
"�	��
����
������x���	������



�����
���
"��������
�����������
��	���"��
���
����� r��
�
���	"��
���������	���	
����������	
���	��
�	�����������	�"�����	��	���� 
y2 = x2 + r2 . ������	��
���	���

��	����
��
���	��
�	��
����
��� 
x = )15(

2
r

− ���	
������� 

y2 = ( ) 2
2

r526
4
r +−   ⇔    y2 = ( )5210

4
r 2

− , 


��� � ���� 
��� 	������ � 

�� ���
���
"� 	��
����
�� �����������
�� 	��

�"��
���
�����r������
���� �y = 5210
2
r

− ���	
�����"�
����
��

� �y  

�������
������"��������
����
��������
��� 

y  = 525
2
r525

2
r

−−+ ��

�
	
�
��������������������		��� 

 
 

�������������������2) 
���� ��� ������ ���	���
� 
������	�� �	
������ ��� ���	������ ����

����	��������	
�������
��
��	
����
���������	��������������
�

��������������� 



 ������������������ 163 

������	� 
������
���� �	�	����
� 
�����
�

���� 	�� �"��
� ��� ���
�
������
��
��-
�
����
���������
	
���
������

���"��
�

	

��������	
���������
����
2
������

2.  
�	���
�

�
�����
������������	��

	����
��

�
��
��
∩

ΓBE ��������

�����
��-


� 
��� 	����������� 

�� �"��
��� ���� 

�


��
��
∩

ΒΕ ��������

�������

�
���	�����-
������

���"��
������

�
�
������������

�	
����
�����
����

���"��
���	��
�	��

IV����� 	���	����� �	���
���� �� 	���� ��

�
������2�������2�������
���2�������2. �	�"�����2�����2 –���2������

��2�������2�������
���2�������2.   
�.���� 
 
 
 

���
�����
������������-�
����
��� 
 

�������������������	 
���������������
���	��
��� ��������
������	���	����������	��

��
���������������
	����
���������
���
���
�������	����������

�
����	��� ���� ���
	��� �
��
� ��� �	
�� �����	�� ���� ���	�������

��������	���������	��
���� 
 
������	� 
�	
�� ��� �� �����
�
�� 
���

	�������� ����
���� 

� 
�
��� ���

	

�	����
�����	
��

�
�
���������

��������	��	�
�

�������������
�-
��� ����"���
� �����
�
�� ���� �

�

	����
������
��������
��	

�
�
-
���������
	
���
������

�����"���
�

	

�	����
����������
����

�
�
���

��� 
 

 
������ 12 

 
�������� 



 164 �$�!��������������� 

�����������������	���	��� 
����
"��� 

�� �"��
� ��� ���
�
���

������
�����������������
���� �	�	����
�


�����
� ����� �

� 	����
� �� �%��
����

����
��	

��	�	��
�

���"��
������	���-
�
����
�
�������	
���������������). 

�� ���������� ��� ����
�� 	

� �	�-
	��
�

���"��
�������������
��	
��������-
��������������� 

�	���
� 

� 
�
������ ������ �	
� ���



���������

���� �	
�	�
��

����������

	���
�	�����
���
�������������

���������� �	
����

�����	��
�	��������

����

�����
����
���������	��
��
�
��
����������	
"
������

����� 

���������������� 
�	���
�

�
�
��������������	��	�
�

������

����������
��	��	�
�



����� 
 �	�	�����	����	
�����"�
���	

��
����	
����
�
�������	�"�����

	��	��� 2

2

��

��

��

�� = . 

 
��� ���2 ������2���	�	��� �	�"�� ���2 ������2� ��	��
�	���	���

�����	���
������������	�
�����
������������ 
 �����

��������������	
������������	��
��������������������

������	��
��������������������	
������������	��
��������������
���


��
���������������������������������	�	������ 
 �	
��������
�	����	�����	���������	
���	

����
����	��
�	-

	�����	�	������
����������&�	��
���
	
����������

��	�	����
�
�����
�

���������
���
�
���

�	����
���� 
 
���	����������
	��  
��
��
���
���� 

� 
�
��� ��� ��
�� 
�
��� �!� �� ���� �	���
�

��

��

��

�� = � �	��
�	��VI���������������������� �����������!���
����

�!

��

��

�� = ���������⋅��!�����2. 

�	�	����
��������� �
∧

ΘΕK ,  
∧

ΕΘΛ �������
�������	
������

�����"-
���
���������
�
��!�������������	��

��������
���������
����

��!�������

�����
∧

ΛΕΚ �����
���
��
�����	
��

�
�����
��!���������	
����
�	�
�����

 
��������� 



 ������������������ 165 

����� �	�� 
�� 
������� �!��� ������ ���� �
�	��� 	���	
��%
���� 

� ���-
�"���
����
����
���	
����
�
����!��
�
����
������������������	��
��	��

������������	
��������	���������������
���	
��	�����������
�
���!� 
 

����
	���
��
������������ 
�������
�
���!�
���	������������� �	��	�
��
�������
�
����
���

�
	������	���������	���
�

�
�
�������������	
�	�
��

��������

����

�������	
�	�
��

��!� 
 
������	�����������
����	����������
	����
��
�����	
�������	��

�������	���������������	���������	��
����� 

�	���
������	������
�����������������������
�

�
������	�	���

�	���	�
�"	
����	��
����	�������

���
���

��	
����
�
��������
2 =  

����� ⋅���� 
	�
��
��

��

��

��

�

�
= ���	
������ ��� ��
�������

2 = �
�
���

2, 

�	
����� �������������
�
�� 
����
	������	����������� 

� 
�
������ ��

	
"
������
���	������
���	���������� 
�.���� 
   

������� 

2

2

�


��

	


�	 =   

 
������	� 
����
"��� �������&��

�	�
-

��
"���
�����"���
�������
�	���-
�#
����

�
�
�����
����������

�


��
����
� ������ �	���
� 

� 
���

���
����� ������ �	
����
� 	�
�� 

�


�����
������	�"��: 
��

��

��

�� = ,  

�������⋅��������2.  
������	�"
���
��	��	���� 
( )
( )
����

����

��

��
= , (�����������⋅��������2������������������⋅�������2,  

�	���	
��	�
�"	
�����	�
���	�������	��	��� 

 
���������
 



 166 �$�!��������������� 

��	���	���  
���r�����������
����
���	���������������	�����������x������
�
���

	��������� 	
�� ��
�	����	����� ������
� �� 	������ 

�� ���
���
"� 
��


�����
����
�
���	����	
�����������	�"�����	��	��� 

4r2 = 
2
3  x2

��������x =  r6
3
2r

3
22 = . 

 
 


��
�����
���
�������-�
����
��� 
 

��������������������	 
���������������
������
���������	����
�������	���
�������
-
	����������
����	��������������������	��
������
���������
-
���
���
�������	�����������
����	����������
	����
��
��
����
��

����������	��������������	�������������	��� 
 
������	� 
�	
�� ��� �� �����
�
�� 
���

�
	������ 	������� ���� �� 

� ��	
�


��������
"���

�����"���
������-

�
����� ���� 
��� ����
�� 	�
�� 
���

���	

�	����
������
	
���
������

�

����"���
�	

�	����
����������
��

���

�
�
������ 
 
��������������������	��� 
��
�	����#
����
�
�����
���������	�������	�������������	
��

�� 

�	����
� 

�
�� 
������������

�	����
����%��
��������
��	

�

�	�	��
�

��
�
�����
���������
�������

���	�	��
��	����
����
�
���


���!��� ��	�����
��
�
��
���������������������
����
��
�
��
��

!���!���!���!��� ��� ��� ��� ������������ 

�	���
���������������������
∧

ΘEK �������
��
����
������2���	���2..  

�	���
� �	�"����!������������������� �
∧

ΛΚΕ � �������
��
����
�����!2 =  
��	���2��
���!�2�����2���
	�
��!������������

�����
����
�!���������


���

�
�����
�!����������	�	����
�� ��

�����
�
��	
��	
�����"
����

�
�� ������� �	�� 
�� �	��
�	�� 
�������� 
��� 
	
���� 
�� &�	���� ������ 
��

 
������ 14 



 ������������������ 167 

	������� 

�� 
�
�����
�� ����� ����

�
������ 
�� 	������!�� � ������ �	��

	������� �	
������ ��
�	����	
����


�
����
�� 

� 
	
�
� 	������
��� 	�� 
-
�
���	�	������
������. 

 
���	����������
	��� 
�	���
�!����� �������

� ����

��
����	

�����"���
������
�
��! ��

����

�� ���
����
�����	���	
������

�

����"���
������	��������	
��������
�



�� ��	��� ���
����
��� 	
����
� 
��

! ������������������	��
��	���������

������
���

�
�
����
��������
���	��	�����������
�
��! � 
 

����
	���
��
������������ 

�	���
�!����� ������������� �
∧

ΛEM � �������
��
����
����! 
2 =  

��	�!�
2
���	�	�����	���
�����������	�"��������	���� 

�	�	��
���	�"��� 2

2

��

��

��

�� = ��	��
�	��VI��������&�&��
�V�
��	����
�� 

�	
��������2���	���2. 
 
 �	
���������������
���! 2���	�!�2������������	�"����
����2 = 

��!�2�����
���������� 
��������������2���! 2�������
������! �� 
�	
������ �� �����
�
��! � 
���	������� �	
"
������ 
�� �����
�
�


����
	������	��������������
��
���
����	
����������
��

�
�
�����
�


��������
�
��
���	���������������	��	�
��	��

�
�
�����
�
���	�������



��
�
����
����

�.���� 
 
 
��	���	��� 
���r�����������
����
���	���������������	�����������x������
�

��


�
����
��	
����
�	����	�����������
� 

�����
���
"�
�
����
�����

	
����������
���	�"�����	��	����r2 = 2x2. �	
�����������
������ 

x = r2 ⋅  

 
������ ��� 



 168 �$�!��������������� 

���
�����
���	���������
����	�-�
����
��� 
 

���������
���������
	 
���������������
���������
�������	���
�������
	����������
���

�	����������� ��
� ��� ���� ��	��
���� ��
� ��� ��
���
� ��
� ��� ��-
�	������ ���� �
����	��� ���� ���
	��� �
��
� �	
����
�� ���� ���

���	��������������	������������� 
 
������	� 
�	
������� �����
�
�� 
��� �
-

	������ 	�������� 
��� 
	
��� 
���
����

	

�	����
�����	
����� ��	������

�

	����
������
��������
��	
����������

������
	
���
������

�����"���
�����

��
�
�����	

�	����
���� 
 
�������������������� 
����
"��� ����� ����� 
�
��-

���
���������	�������	��	�
��

�


�
��������
��	�����������������

���
���� ����
��� 	

� �	�	��
� 

��


�
�����
������	����
����
�
��
��

���� �!�� � �� ��� �	�� 	�
�� 
���

	������

��
�
�����
������	�
��

�

���
����
�����	�
�� 

� �	�	��
� 

��


�
�����
����	
��������
�	����-
	������"&
��
�
	
�
��	������
���	��

�����	��
�
�������� 
 
���	����������
	��� 
���
���� 
�� 
�
��
�����������	���
�����������������������
��

	

��	�	��
��������������� HÊK �������
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��	���m ≥�
���

���m��	���
���
���m-�����
�����	������

������

�����v1, v2 . . . vm�
�'��L���
 ���(��
��	����!���


��	
�

�	������
�
���
	��	����������v1���
��"�	

�
	��	�����	������

��
�
���
�	��	��

�m.  
��� �m� �"�
� ��
�
����� 	���
����� ��

�	����
���	���� �� �	�����

�����
	��	�����
	������
��	�m��
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����
	�		�
�
��� �
����
��	����
	����L
���	���
��
������
 ������
��	���	
�	�	
���
�	
�"�

	
�
�����
"��
���m���
2������

�
�
-1���-1. 

��	��s���	�

���

�	��
�	����m
���	���
��s(v1) = vi��

�s(v2) = vj 

	������
�
	���
"!����	
�!
�	��	�
��
�
�"��
��

� �j ≡ (i ± 1) modulo m. 
�
��i,  j����
	������(����	���s
��	�
���s = Ai���
����j ≡ (i ± 1)modulo m����� 
s = Ai B�
���j ≡ (i – 1) modulo m.  
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�	�
��� 	����m� ����	

�
���"���
��

�����	������������� 
Dm :       Am = B2 = 1, BAB-1 = A-1  

����Dm����
�(��
����
���
����
��
� 
!
���m��

����

�	�������m. 
 

 
��	������������������������������������������������	������ 

'	����
���
�!�������
��	��	���������m�����	��������	���R3 
	���	��
�"�	

��	���	�	����x�y�
��	���
�"��	���
���������	����
����
(0, 0, 0) .  

��	��	�������

��	����������
	��	�������
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�
�
�
����	����������
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����
��
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	�	����	
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	������
���
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���	��	�������
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�
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�	�������
����
��
���m = {A���	�����m���	��
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�	�����
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��	���vi���
����������eij���
�
��	���������
��	
����������vi���

��vj�
�� 
i < j
�'������
 ���(��
��	���	������
	������
��	�������
	��	�����!��
�

	��������
�	
�
��
�	���e12��

�e34
��������
������
�	
�v1 v2��

�	
�v3 , 
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v4
�'��Q���
 ���(��
��	���	������
	������
�	������
	��	�����!��
�
	���������
�	
�
��
�	���e13��

�e24
��� ���
������
�	
�v1, v3��

�	
�v2, 
v4
��	
	�����! ��� !��

����

����	������
	������
�	������
	��	����

��!��
�	��������
�	
�
��
�	����e14��

��e23. 
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�4 	����"�	
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��	������
��� 
��	�
����
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�	�
��� 	���

�4 ����	

�
���"���
�������	��������
������� 

 
�: �3 = P2 = Q2 = 1,    
PQ = Q P, 
APA-1 = Q,     
AQA-1 = PQ 
  
�� �� ���
�(�	

� ������	���	�

���	��� �"�
� 	���� ��� �

� ���

� �	�-
�
��
�	���SO(3). 
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� ��� !��

����

����	������
	������
�	������
	��	�����!��
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� � �v4 v5 v6
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1-1-1-1-1-

-1-1223

QRQR,QPRPR,PQAQA,QAPA
ARAR,QPPQ,1QPA

O  

H O��
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�"�
�	��������������Q������
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���
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