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[Exercice | 01] (10 points) Yy

Soit l'espace de Banach: [*° = {x = (Zp)nens, Tn € C et (T,)nen est bornée}, muni de la norme:

| @ [|oo=sup |z, | . (1)
neN*

Considérons le sous-espace Cy de [* tel que Cy = {x = (Tp)nen+, T, € C et liIE T, =0 }
n—-—+0oo

(C’O est un espace de Banach pour la norme (1))

+oo
Soit ’espace de Banach [' = {x = (Tp)nens, T € C et Z |z, |< —i—oo}, muni de la norme

n=1
+00
lz =) ol
n=1

1) Donner I'ennoncé exact du théoréme d’isomorphisme de Banach.
2) Pour z = (2,)nen+ € I*, on considere 'opérateur T, : Cy — C, défini par:

a) Montrer que T, est une forme linéaire ,continue sur Cj, (c’est a dire que T}, € Cé) et montrer que

| To f1=[ 2 |l
3) on consideére maintenant l'opérateur A : I' — C, défini par:

A(x) = T,, pour tout = € I'.

a) Vérifier que A est isométrique, et en déduire || A |.
b) En utilisant le théoréme d’isomorphisme de Banach, montrer que A™! est linéaire continu.

(Exercice[02] (10 points) ¥

Soit I'espace de Hilbert sur R:

1
L*([0,1]) = {u :[0,1] — R : u est mesurable et / | u(z) |? dv < —|—OO},
0

1 1
2

muni du produit scalaire (u,v) = / u(z)v(z) dz et la norme induite || u ||= (/1 | u(x) 2 dx) :
On considere la suite de fonctions (Oun)neN définie par: "
up () = sin(nx).
1) Montrer que la suite (u,)nen converge faiblement vers 0.
2) calculer / 1 sin®(nx) dz.

0
3) Montrer que la suite (uy,),en ne converge pas fortement vers 0.
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Exercice 1

1) Le théoreme d’isomorphisme de Banach:

Soient E, F' deux espaces de Banach et soit T' € L(E, F') et T est bijectif de E dans F.
Alors T—! est linéaire continu de F dans E.

Remarquons que T, est bien défini.

2)Montrons que T, est une forme linéaire continue sur C.

- la linéarité de T,:

Soient y,z € Cy,a € C. On a:

T.(y +az) = an Yn + 2p) Z:L’nyn—l—osznzn: y) + aT,(z).

n>1 n>1 n>1
- la continuité de T,.

Soit y € Cy. On a:

V=Yg 1S T @ llgn 1S T2 g o=l v oo D T [=l @ Iill 9 lloc: Ce qui

n>1 n>1 n>1 n>1
montre que 7, est continue et on a:

I T 1<)z [l (2)
Montrons que || T, ||=[| z |-

Pour N € N*, on définit la suite YV € C} par:

Y = (y1, 92, ..., yn, 0,0, .....),

avec o
T

)

yi =4 @i

0, six; =0,

siz; #0

de sorte que x;y; =| @ |, Vi € {1,2, ... N}, || Y < 1 et To(YN) = Z | 21 |, YN € N*.

k=1
On a:
N N = N |2 |2 N
1T ll=  sup | Taly) 2] Te(Y™) [=] Y wwyn |= ) w = =D lael VN €
y€Co, lylloo<1 ; ; E =S ;
N*.
En faisant N — +o00, on obtient:
I T 12] [l (3)
De (2) et (3), on conclut que
I T =1 [l - (4)

3) A: 1" — C, tel que Az = T),.

a) Montrons que A est isométrique, c.a.d || Az ||=|| = ||, pour tout = € I*.

Soit z € [*. On a:

| Az ||=[| T2 [|=] 2 [| (dapres (4) ).

b) En utilisant le théoréme d’isomorphisme de Banach, montrons que A~! est linéaire continu.
Tout d’abord on a les deux espaces [' et Cj, sont de Banach.

Ensuite, on montre que A est bijectif.

Montrons que A est injectif:

Soit # € I'. Comme A est lindaire car T, est linéaire, supposons que Az = 0 et on montre que = = 0.
Ar=0=|| Az |=0 =]z |=0 =2 =0.




D’ou A est injectif.

Montrons que A est surjectif.

A est surjectif <= Vg e Cy, Iz cl': Az =g

Soit g € C.

Soit B = {e,,n € N} la famille dans Cj dfinie par:

1, si n=
en=0F=3" "
0, si n#k,
—+o00 N
Donc si y = (Yn)nen+ € Co, alors y = Zl Ynln = N1—1>H}roo Zl YnCn-

/ .
Comme g € (), alors g est continue, donc on a:

gly) = nggooZynen = Jim g X;ynem - mwzlyng(en

On pose x = (g(6">)n€N*'
On montre que x € [!.
Pour N € N*, on définit la suite (%) dans Cy par:

N = (21,2, 23, ..., 25, 0,0, ...,
avec
9(61) .
, sig(e) #0
zi =4 | g(e) |
0 , si g(e;) =0,
Donc pour tout N € N*, on a:
N N N
|2V < Let g(z) =g(0> mer) =Y zrglex) = Y | glex) |, VN € N*.
k=1 k=1 k=1

Comme g est continue, alors on a:
N

VN EeN":) fglen) = 9(z") <l gl I =M<l gl

k=1
Alors on en déduit que z € [,
En vertu de (5), On a bien

A(x) =g.

D’ou la surjectivité de A.
Finalement A est bijectif.
La conclusion:

)= paglen).  (5)

A est linéaire continu, bijectif, alors d’apres le théoreme d’isomorphisme de Banach, on conclut que

— . Yo . /
A1 est linéaire continu de Cj, vers ['.




Exercice 2
1
L*([0,1]) = {u :[0,1] — R : u est mesurable et / | u(z) |? dr < —|—OO},
0

up () = sin(nx).

1) Montrons que la suite (u,)nen converge faiblement vers 0.
u, = 0<= lim (u,,v) =0, Yo e L*([0,1]).

n—r- 400
Soit v € L*([0,1]). On a:
1 1 1 ein:p . efinx
(Un, V) L2(j0,1)) :/ up(x)v(z) do :/ sin(nz)v(x) dx :/ 2—U(x) dx.
0 0 1
On fait un changement de variables x = 27y, donc dx = 27dy.

e 2n . .
Alors, (tn, v)r2(p0,1)) = —./ (e2"TY — 72T Yy (27y) dy.
tJo
On a: v € L*([0, 5=]), donc v € L*([0, 5=]). Alors en appliquant le lemme de Riemann-Lebesgue, on

obtient:

o ,
lim Z/ (e¥mmY — 2 Yy (27y) dy = 0, car Z est bornée.
i

n—-4oo 19 0
Par conséquent la suite (uy,)nen telle que u,(z) = sin(nz) converge faiblement vers 0 dans L*([0,1]) .

1
2) Calculons / sin®(nx) dz.
0

1 1] _ 9 ] (0
On a: / sin®(nx) dx = / M dr — = — sin ")
0 0 2 2 4n

Montrons que la suite (u,),en ne converge pas fortement vers 0.
la suite (u,)nen converge fortement vers 0, c’est a dire que:

lim ||u,—0]= lim [ u,]|=0.
n—>-—+00 n—>—+00
Donc on calcule lim || u, ||
n—-+oo
On a: . . .
1— 2 1 in(2 E | in(2
| 2= / | un(z) P = / sin?(n) do = / Lo cosBna) g, - [1_ sinGuojpt_ 1 _ )
0 0 0 2 2 4n 0o 2 4n
1 in(2
Do, | u, 1= /5 — 2220,
2 4n
1 in(2 1 1
lim || u,||= lm 4/=— sin(2n) = —, (car sin(2n) est bornée et — — 0).
n—s 400 n—+oo | 2 4n \/§ 4n

On conclut que la suite (u,,) ne converge pas fortement vers 0.

Fin




